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1. Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichung

Betrachte zwei feste Punkte (x1,y1) und (x2,92) in der z-y-Ebene, die durch eine
Kurve y = y(z) verbunden sind. Bestimme die Form der Kurve, die durch Rotation
um die 2-Achse zu einer stationdren Oberfliche wird.

(a) Berechne zunichst die entstehende Gesamtfliche und formuliere damit die
Euler-Lagrange-Gleichung.

(b) Zeige, dass die Kurve die Form y = yo cosh[(z — z¢)/yo] hat, wobei 2 und yq
Konstanten sind.

242 = 4 Punkte

2. Variationsproblem: Tunnel durch die Erde

Betrachte einen Tunnel durch die Erde, der zwei Punkte auf der Erdoberfliche
verbindet. Der Tunnelverlauf sei so gewéhlt, dass er die Zeit T" minimiert, in der
eine am Tunneleingang mit der Anfangsgeschwindigkeit Null startende Punktmasse
m den Tunnel unter Einfluss der Gravitation durchrollt. Das Gravitationspoten-
tial im Inneren eines homogenen massiven Korpers ist durch V(r) = ar? gegeben.
Sekundéreffekte wie Reibung und Corioliskréfte sind zu vernachléssigen.



(a) Schreibe das zu minimierende Funktional in der Form T' = T'[r(¢)].

(b) Driicke die Geschwindigkeit v(r) der Punktmasse mit Hilfe der Energicerhal-
tung aus.

(c) Beriicksichtige, dass der Integrand nicht explizit von ¢ abhéngt und nutze die
resultierende Erhaltungsgréfie, um die Differentialgleichung fiir den Tunnel zu
formulieren.

(d) Fiihre eine Variablentrennung durch und integriere die Differentialgleichung,
um die Bahnkurve ¢(r) zu erhalten. Eine Losung dieses Integrals ist nicht Teil
der Aufgabe.

2+1+24+1 = 6 Punkte

3. Zyklische Koordinaten, Erhaltungsgrofien

Ein Teilchen sei durch Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) spezifiziert und bewege sich in
einem Potential der Form V (r) = V(p, o+kz). Zeige, dass die Koordinate n = p—kz
eine zyklische Koordinate der Lagrange-Funktion ist und bestimme die zugehorige
Erhaltungsgrofle.

3 Punkte

4. Noether-Theorem, Impulserhaltung in homogenen Systemen

Systeme, die unter rdumlichen Translationen in beliebige Richtungen invariant sind,
bezeichnet man als homogen.

(a) Zeige, dass die Lagrange-Funktion eines Systems von N Teilchen, die nur iiber
Zwei-Teilchen-Potentiale (d.h. V(ry,....,ry) = >, _, V(r, —1,)) miteinander
wechselwirken, translationsinvariant ist. Betrachte dazu eine Koordinatentrans-
formation der Form r!/, = r, 4+ an, die alle Teilchenkoordinaten r, gleichméBig
verschiebt.

(b) Folgere daraus, dass der Gesamtimpuls des Systems eine Erhaltungsgrofie ist.

(c) Zeige, dass das System rotationsinvariant ist, wenn die Zwei-Teilchen-Potentiale
Zentralpotentiale sind. Betrachte dazu eine homogene Rotation des Systems
um die z-Achse (d. h. alle Teilchenkoordinaten werden um den gleichen Winkel
gedreht) und folgere, dass der Gesamtdrehimpuls eine Erhaltungsgrofle ist.

24243 = 7 Punkte



