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1. Hamilton-Jacobi-Theorie: Raumsonde im Erde-Sonne-System
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Abbildung 1: Eine Raumsonde mit der Masse m in einem Zweikorper-Potential.

Betrachte eine Raumsonde, die sich in einem System mit zwei starren Massenzen-
tren bewegt (z. B. im mitbewegten Erde-Sonne-System unter Vernachldssigung von
Scheinkriiften, sieche Abb. 1). Verwende zunéchst Zylinderkoordinaten (p, ¢, z), um
diese auf elliptische Koordinaten

E=(ri+mre)/2 , n=(r1—1ry)/2

in einer Ebene bei festem Winkel ¢ zu transformieren (die Punkte mit £ = const. for-
men Ellipsen und die Punkte mit = const. Hyperbeln). Mit dieser Transformation
sind die generalisierten Koordinaten (£, 7, ¢).

(a) Stelle die Lagrange-Funktion und damit die Hamilton-Funktion auf.

(b) Formuliere auf dieser Basis die Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir die charakteris-
tische Funktion W.

(c) Zeige, dass sich das Problem mit dem Separationsansatz W = W (&) + W, (n) +

W, (¢) losen lasst. Gib die entsprechenden Bestimmungsintegrale fiir W, und
W, an.

44242 = 8 Punkte



2. Lagrangedichte/Feldtheorie, Erhaltungsgrofien

Gegeben sei die Lagrangedichte des skalaren Feldes o(x,t)

mit ¢ = dp/0t und ¢ ,; = dp/0z;.

(a)

Betrachte eine kontinuierliche Transformation des Feldes

@ et (2)

(cv = const) und die Invarianz der Lagrangedichte unter dieser Transformation.
Zeige, dass daraus die Kontinuitétsgleichung

do :
a5 +V.j=0 (3)
folgt, wobei
Q—Spagb ) ]Z—(paSO,z’

die Dichte und der zugehorige Strom sind.

Betrachte die Symmetrietransformation x — x + 0x, d.h. die Lagrangedichte
ist invariant gegeniiber einer raumlichen Translation. Leite hieraus (mit Hilfe
der Euler-Lagrange-Gleichungen) den Erhaltungssatz fiir die Impulsdichte ab.

Zur Kontrolle:

OP; 0T,
o +§j: L =0 (5)

mit der Impulsdichte P; = ¢ ,0L/0¢
und der Impuls-Stromdichte J;; = (p,0L/0p ; — §;;L).

243 = 5 Punkte



3. Scheinbares Paradoxon der Lingenkontraktion

Ein 20 m langer Stab wird in Langsrichtung mit derart hoher Geschwindigkeit trans-
portiert, dass er im Laborsystem nur 10 m lang erscheint. Der sehr sportliche Léaufer
tragt den Stab nun durch die Vordertiir einer Scheune, die eine Lénge von 10m
haben soll. Sobald sich der Stab komplett innerhalb der Scheune befindet, schlief3t
sich die Vordertiir und die Hintertiir 6ffnet sich instantan, so dass der Stab nicht
anstofft und der Laufer die Scheune wieder verlassen kann.

(a) Mit welcher Geschwindigkeit bewegt sich der Laufer?

(b) Vom Standpunkt des Léufers ist der Stab 20m lang und die Scheune misst
lediglich 5m. Der Stab koénnte also niemals in der Scheune Platz finden. Wie
16st sich dieses scheinbare Paradoxon quantitativ?

(c) Zeichne ein Minkowski-Diagramm fiir das Ruhesystem der Scheune, um die

Situation zu verdeutlichen.

1+241 = 4 Punkte

4. Zwillingsparadoxon

Betrachte das Zwillingspédrchen Max und Moritz. Max begibt sich auf eine inter-
stellare Reise und fliegt mit 96% der Lichtgeschwindigkeit fiir sieben Jahre (mit
seiner Uhr gemessen) in eine Richtung. Danach wendet er und fliegt mit halber
Geschwindigkeit zuriick. Moritz wartet die ganze Zeit zu Hause.

(a) Berechne den Altersunterschied der Zwillinge nach Max’ Riickkehr.

(b) Zeige die Bewegung beider Zwillinge mit Hilfe eines Minkowski-Diagramms in
Moritz" Ruhesystem.

2+1 = 3 Punkte



